CHALMERS |

Modellering och optimering
av schemalagening vid en ridskola

En fallstudie i1 heltalsprogrammering

Kandidatarbete tnom civilingenjorsutbildningen vid Chalmers

Rasmus Einarsson
Patrik Johansson
Oskar Redlund
Joakim Widstrand

Institutionen for matematiska vetenskaper
Chalmers tekniska hogskola

Goteborgs universitet

Goteborg 2010






Modellering och optimering
av schemalaggning vid en ridskola

En fallstudie i heltalsprogrammering

Kandidatarbete © matematik inom civilingenjorsprogrammet Automation och
mekatronik vid Chalmers

Oskar Redlund

Kandidatarbete © matematik inom civilingenjorsprogrammet Maskinteknik vid
Chalmers

Joakim Widstrand

Kandidatarbete © matematik inom civilingenjorsprogrammet Teknisk matematik
vid Chalmers

Patrik Johansson

Kandidatarbete i matematik inom civilingenjorsprogrammet Kemiteknik med

fysik vid Chalmers
Rasmus Einarsson

Handledare:  Michael Patriksson
Ann-Brith Strémberg

Examinator: Carl-Henrik Rune Fant

Institutionen fér matematiska vetenskaper
Chalmers tekniska hogskola

Goteborgs universitet

Goteborg 2010






Sammanfattning

Syftet med detta arbete &r att analysera mojligheterna att anvinda sig av matematisk
modellering och optimering for att forbéttra schemaldggningen vid en ridskola. Projek-
tet har genomforts i samarbete med Billdals ridklubb, déar schemat idag laggs manuellt,
vilket &r tidskrévande. I rapporten presenteras en linjar heltalsmodell vilken anvénts for
att optimera ridskolans schema med hjélp av optimeringslésaren CPLEX. En heuris-
tisk algoritm har utvecklats for att mojliggora jamforelse av 16sningar och 16sningstider
mellan 16sningar fran den linjara heltalsmetoden och den heuristiska metoden. De tva
metoderna har visat sig ha olika fordelar. Resultaten i rapporten visar att ridskolans
schema undantagsvis bryter mot de kriterier som formulerats i modellen, men liknar 16s-
ningarna fran den linjdra heltalsoptimeringen. Vi bedémer att matematisk optimering
med datorverktyg kan vara till stor hjélp vid schemaldggning pa ridskolor.

Abstract

The purpose of this work is to analyze the possibilities of using mathematical modeling
and optimization to improve the schedule for a horseback riding school. The work has
been done in collaboration with a riding school in Billdal, Sweden, where scheduling
is presently done manually, which requires time and effort. A linear integer optimiza-
tion model has been developed and solved with the optimization software CPLEX. In
addition, a heuristic algorithm has been developed for comparison of solutions and com-
putation times between the linear integer method and the heuristic method. The two
methods have shown different strengths. Results show that the existing schedule at the
riding school ignores some of the restrictions present in the model. We conclude that
mathematical optimization can be a very valuable tool in scheduling at horseback riding
schools.
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Forord: Bidragsrapport

Under projektets gang har en grupploggbok samt en individuell tidslogg forts, dessa ligger till
grund for beskrivningen av vad varje projektmedlem bidragit med. I denna sektion presenteras
hur arbetsfordelning inom gruppen har fungerat. Nedan presenteras ocksa forfattarreferenser
for rapportinnehéallet.

Grupparbete

Medlemmarna i projektgruppen har inte tilldelats nagra specifika ansvarsomraden eftersom
en totaloverblick av projektet har bedémts vara viktig for att effektivt bidra till arbetet.
Gruppen haft veckovisa méten med fa undantag. Pa dessa moten har den aktuella statusen av
projektet diskuterats samt att planer och tilldelning av arbetsuppgifter gjorts infér kommande
vecka. Gruppen har syftat till att forsoka halla sa kreativa méten som mojligt déar detaljer
angaende projektet och rapporten diskuterats. Aven om det mesta faktiska arbetet utforts
utanfor gruppmotena har de flesta idéer och forslag uppkommit pé just dessa. Gruppen
har dven anvéint sig av kontakt via e-post mellan métena dér idéer och fragor behandlats
kontinuerligt.

Huvudsakligen har den linjira heltalsmodellen konstruerats av Rasmus. Den heuristiska
algoritmen har huvudsakligen utvecklats av Patrik. Generering av indata till modellen samt
testkOrningar och analyser har huvudsakligen utforts av Oskar och Joakim. Det bor dock
poédngteras att samtliga inblandade har tagit ansvar och bidragit med arbete och diskussion
inom samtliga arbetsomraden.

Rapport

Hér presenteras de huvudsakliga forfattarna av de olika rapportavsnitten. Forfattare inom
parentes indikerar ett i forhallande betydligt mindre bidrag. Samtliga forfattare har dock
bidragit med forslag till alla avsnitt.

Inledning: Joakim / Oskar

Teori: Patrik

Problembeskrivning: Rasmus / (Oskar)
Metod: Rasmus / (Patrik)

Resultat: Patrik / Oskar / Joakim
Diskussion: Samtliga férfattare

Slutsats: Samtliga forfattare
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Forkortingslista

AMPL - A Mathematical Programming Language

BB - Branch and Bound

IP - Heltalsprogrammering (integer programming)

LP - Linjarprogrammering

MIP - Blandad heltalsprogrammering (mized integer programming)
MPS - Mathematical programming system
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1 Inledning

Schemalédggningsproblem aterfinns inom manga omraden i samhéllet, allt fran stora och kom-
plicerade problem till mindre, enklare planering. Under flera decennier har schemaldggning
betraktats som ett matematiskt optimeringsproblem, och en stor mangd material har publi-
cerats inom omradet. De forsta datorbaserade optimeringsberdkningarna kom till i slutet av
andra varldskriget nir Storbritannien samlade forskare for att effektivisera strategi och taktik
[1]. Efter kriget tog utvecklingen mera fart och sedan dess har matematisk optimering blivit
en central del av sa kallad operationsanalys, det vill sdga formell analys for strategiskt besluts-
fattande. George Dantzig, som arbetade fér amerikanska flygvapnet under andra vérldskriget
och senare formulerade simplexmetoden (se teoriavsnittet 2.3), har vid tva tillfdllen [2, 3]
beskrivit denna bakgrund i stérre detalj.

Optimering kan beskrivas som att pa ett sa effektivt séitt som mdjligt anvéinda begran-
sade resurser for att mota vissa behov. Det handlar om att maximera eller minimera nagon
maélfunktion. Exempelvis kan mélet vara att maximera en vinst, maximera antalet produkter
som kan fraktas och sa vidare. Exempel pa minimeringsproblem &r minimering av kostnader,
minimering av antalet anstillda eller minimering av kérda kilometer. Williams [4] tar upp
klassiska och tydliga exempel pa nar optimering anvinds. Han behandlar problem som upp-
star vid fabriksplanering, personalplanering, ruttplanering, tillverkningsplanering och dylikt.

Storre scheman dir manga villkor skall uppfyllas blir ofta berdkningsmaéssigt komplice-
rade. Losningstiden for omfattande schemaldggning véixer snabbt med problemets storlek,
vilket gor avviigningen mellan generalitet och funktionalitet svar [4]. En generellt formulerad
modell ar i regel mer svarlost, men har storre flexibilitet. Ett sdtt att minska losningstiden ar
att forst dela upp ett storre problem i mindre delproblem, som sedan 16ses separat i sekvens.
Enligt Borndorfer, Lobel och Weider [5] krdver omfattande problem stor datorkapacitet.

I litteraturen aterfinns ménga exempel pa olika sétt att formulera och 16sa schemalédgg-
ningsproblem. Burke och Petrovic [6] noterar att sédana problem ofta har 16sts framgangsrikt,
men att inga generella slutsatser finns géllande vilken metod som lampar sig bést i olika si-
tuationer. For en 6verblick 6ver olika typer av schemaproblem och l6sningsmetoder hanvisas
till Schaerf [7] som gar igenom béade deterministiska och stokastiska algoritmer, inklusive
heuristiska sddana (baserade pa ménsklig analys av problemet).

1.1 Bakgrund: schemalidggning pa ridskolan i Billdal

Billdals Ridklubb driver en ridskola med drygt 600 elever, alltifran totala nyborjare till erfarna
ryttare som tar hopp- eller dressyrlektioner. Omkring 40 héstar och 10 ldrare ska tillsammans
tdcka de skilda behov som dessa elevgrupper har. Under sommarhalvaret kan mycket av
undervisningen ske utomhus, men i praktiken maste ridskolans schema konstrueras sa att
alla lektioner far plats inne i ridhuset nér védret inte inbjuder till utomhusaktivitet.

Schemalédggningsproblemet vid ridklubben kan sidgas besta av flera delar: att bestdimma
vilka lektioner som ska héllas vid olika tider, vilka lektionstider eleverna ska tilldelas, vilka
hastar som ska anviandas vid dessa lektioner och vilka ldrare som ska leda lektionerna. Dessa
val ska goras under vissa begransningar, till exempel néar elever och larare ar tillgdngliga, hur
manga lektioner héstarna orkar per dag och sa vidare. Schemats olika delar &r kopplade till
varandra eftersom vissa val omdjliggér andra. Uppenbara exempel pa detta ar att méanniskor
och djur bara kan vara pa en plats samtidigt och att tva lektioner inte kan hallas i samma
lokal pa samma tid. Mera komplicerade samband uppstar exempelvis for att olika héastar
lampar sig for olika typer av lektioner. Om méanga lektioner av samma typ planeras i foljd
kan detta resultera i harda arbetspass for vissa héstar.

I dagslidget gors all schemalidggning pa ridskolan manuellt. Elever delas in efter kunskaps-
niva i grupper, typiskt med 10-12 elever i varje grupp. Schemat pusslas sedan ihop sa att
tiderna passar for bade elever och larare. For histarnas del gar det att gora ett basschema,
men detta maste modifieras fran vecka till vecka eftersom héstar kan vara ur drift eller ha
nedsatt kapacitet pa grund av skada eller sjukdom.



1.2 Syfte och avgriansningar

Syftet med detta projekt &ar att kartligga, modellera och optimera schemaldggningen pa
Billdals ridklubb. Modellen ska vara sa generell att den kan tillimpas péa liknande sche-
maléggningsproblem vid andra ridklubbar. Resultat av optimeringen ska ligga till grund for
en bedéomning av de praktiska mdjligheterna att ta hjilp av datorbaserade optimeringsmeto-
der vid ridklubbar. Vissa slutsatser gillande schemaldggningen i dagslidget bor ocksa kunna
dras utifrdn de optimeringsexperiment som kan géras med modellen.

Avsikten dr inte att tillverka en firdig schemalésning for detta specifika problem, inte
heller att den fullstindiga modellen skall vara s& generell att den &ar direkt applicerbar pa
andra schemaldggningsproblem. Kriterierna for schemat skall formuleras linjart och méalfunk-
tionerna skall vara linjéara eller kvadratiska.

1.3 Metod

For att forsta problemet pa ridskolan och samla in nédvéndiga data utférdes studiebestk med
intervjuer, och kontakt holls sedan med personal vid ridskolan via e-post. En detaljerad lista
over de kriterier som finns for schemat bekréftades av personalen och lag sedan till grund for
modellen som anvints.

Litteraturstudier om matematisk modellering av schemaldggningsproblem gjordes paral-
lellt for att fa en bredare uppfattning om dmnet. Vidare utfordes litteraturstudier for att
inh&mta nédvandig teoretisk kunskap inom matematisk modellerings- och optimeringsléra
(avsnitt 2).

En linjar modell har byggts for att motsvara de kriterier som specificeras i problem-
beskrivningen (se avsnitt 3). Programvarorna AMPL och CPLEX har anvénts for att 16sa
optimeringsproblemet. En ndrmare beskrivning av dessa programvaror och bakomliggande
optimeringsteori dterfinns i teoriavsnittet (se avsnitt 2). Dessutom har en heuristisk 16snings-
metod tagits fram for jamforelse med 16sningar fran AMPL och CPLEX.

1.4 Sammanfattning av rapportens innehéll

Efter denna inledning foljer ett teoriavsnitt som introducerar viktiga begrepp inom optime-
ring, sarskilt linjir programmering och heltalsprogrammering. Stora delar av rapporten gar
att forstd utan att vara bekant med den teori som presenteras nedan och i de fall dar den
teoretiska bakgrunden &r viktig hénvisas till lampliga teoriavsnitt.

I avsnitt 3 redogor vi mer utforligt {6r schemaldggningsproblemet som introduceras ovan,
och hur ett optimeringsproblem kan definieras med hjélp av ett kvalitetsmatt for schemat.
Avsnitt 4 dgnas at en beskrivning av hur schemaldggningsproblemet formulerats som en upp-
sdttning linjara ekvationer och olikheter och heltalskrav pa variabler, samt hur det linjira
problemet sedan 16sts med datorverktyg. En heuristisk 16sningsmetod foér problemet presen-
teras ocksa i avsnitt 4.

Resultaten av ett antal testkorningar presenteras i avsnitt 5. Utgaende bland annat fran
dessa resultat foljer en allmén diskussion om mdjliga 16sningsmetoder for detta och andra
schemalédggningsproblem i avsnitt 6.



2 Teori

I detta teoriavsnitt beskrivs vanligen féorekommande termer inom optimeringslira. Avsnittet
boérjar med en kort introduktion till matematisk modellering och nyttan av denna. Sedan foljer
en beskrivning av varfér konvexa och linjéra problem &r sirskilt intressanta. En framstaende
metod for att 16sa problem av denna typ presenteras efter detta. Ett avsnitt 4gnas déarefter at
heltalsprogrammering och 16sningsmetoder fér sddana modeller. Till sist beskrivs heuristiska
metoder och anviinda datorverktyg for matematisk programmering.

2.1 Modellering och matematisk programmering

Inom vetenskap forekommer modeller av alla méjliga slag. En modell i matematisk bemér-
kelse &r en forenklad beskrivning av ett system eller en foreteelse. Ett forskningsomrade déar
matematisk modellering dr en av grundstenarna ar s& kallad operationsanalys. Inom detta
omrade anvinds matematiska modeller till stod vid strategiskt beslutsfattande. Dessa mo-
deller antar en relativt abstrakt form for att beskriva verkligheten pa ett &ndamalsenligt vis.
Tanken med operationsanalys dr att en modell bestaende av matematiska relationer som till
exempel ekvationer, olikheter och logiska samband skall ha motsvarigheter i verkligheten,
som till exempel fysiska begrénsningar och konsekvenser av beslut [4].

Enligt Williams [4] fyller en matematisk modell oftast nagot eller nigra av foljande syften:

(i) det faktiska byggandet av modellen avslojar samband vilka annars inte hade varit up-
penbara;

(ii) mojligheten att analysera ett problem matematiskt kan ge forslag till beslut och hand-
ling som annars inte upptéckts;

(iii) att frikoppla nagot fran verkligheten ger méjligheten att kunna experimentera med det
utan allvarliga konsekvenser, eller allt for hoga kostnader.

Inom operationsanalys anvénds modeller for att optimera exempelvis utnyttjandet av en
resurs. Kvalitetsmattet pa nyttjandet, det vill sdga det som skall maximeras eller minimeras,
kallas modellens méalfunktion. De forutsattningar under vilka malfunktionen ar giltig kallas
bivillkor. Bivillkoren &r en uppséttning begransningar som tillsammans beskriver ett omra-
de inom vilket l6sningen till problemet tillats ligga. Detta omrade kallas problemets tillatna
omrade. For att formulera och 16sa en modell anviinds matematisk programmering. Williams
betonar att nér det talas om matematisk programmering menas nagot annat &n program-
mering i en datormilj6. Matematisk programmering har snarare betydelsen "programmering”
i bemérkelsen “planering”, och har alltsd inte nédvéandigtvis nagot med datorer att gora [4].
Metoder for 16sning av matematiska programmeringsproblem &r dock anpassade for att 16sas
med datorer. I néista avsnitt ges en matematisk forklaring till varfor programmeringsproblem
med konvexa tillitna omraden &r sérskilt intressanta.

2.2 Konvexa problem

En konvex mdngd &r en méngd i vilken ett rat linje mellan tva godtyckligt valda punkter i
méangden helt och hallet ligger inuti mangden. En funktion &r konver om omradet ovanfor
funktionens graf &r en konvex méngd. Med andra ord &r en funktion konvex om det géller, for
vilka tv& punkter z; och zz som helst i funktionens definitionsméngd samt for alla ¢ € (0, 1),
att

fltzr + (1 =t)az) <tf(z1) + (1 —t) f(22).

Funktionen ar istéllet konkav om den omvénda olikheten géller.

Ett matematiskt programmeringsproblem kallas konvext om det avser att minimera en
konvex funktion Gver en konvex méngd [4]. Problemet &r ocksd konvext om det avser att
maximera av en konkav funktion éver en konvex méngd. En fundamental egenskap hos kon-
vexa problem &r att om en optimal 10sning existerar sa dr denna en globalt optimal 16sning.
For ett konvext problem innebér denna egenskap att om det visas att en 16sning ar ett lokalt
optimum, sa &r 16sningen ocksa ett globalt optimum.



Ett intressant omrade inom optimering bestar av de modeller vars malfunktion och bi-
villkor kan beskrivas av linjira ekvationer och olikheter [4]. Utifran definitioner inses att
problem som beskrivs av linjara begréansningar och en linjdr malfunktion dr konvexa. Pro-
blem av denna typ modelleras med s& kallad linjarprogrammering (LP, linear programming).
Linjdra problem har tillignats sdrskilt mycket intresse historiskt jamfort med icke-linjira
problem eftersom linjira problem i regel ar lattare att 16sa [4].

Det finns manga modelleringsproblem for vilka bivillkoren kan uttryckas linjart men den
resurs som skall optimeras béttre beskrivs med ett icke-linjart uttryck. Det finns till exem-
pel manga fall da en kvadratisk méalfunktion ar battre lampad &n en linjar approximation
[4]. Problem med kvadratisk malfunktion och linjéira bivillkor kallas kvadratiska program-
meringsproblem (QP, quadratic programming). Manga av de metoder som anvénds for att
16sa linjara problem kan anpassas till att l6sa konvexa problem med en konvex kvadratisk
maélfunktion [4].

2.3 Linjarprogrammering och simplexmetoden

Av alla tdnkbara optimeringsproblem &r méanga svara eller oméjliga att beskriva med linjara
modeller. Om det dr mojligt att beskriva ett verkligt problem linjért utan att gora allt for
grova approximationer finns dock potentiellt mycket att vinna enligt Williams [4]. Férdelen ar
att problemets struktur da kan utnyttjas for att 16sa det pa ett effektivt sidtt. Den vanligaste
metoden for att 16sa linjara programmeringsproblem &r den si kallade simplexmetoden [8].
Foljande beskrivning av simplexmetoden dr baserad pa Nash [8] och likheter i sévél tankegang
som beteckningar férekommer.

Simplexmetoden

Simplexmetoden utvecklades under 1940-talet d& linjarprogrammering blev populért for att
utféra ekonomiska och militdra berdkningar. Andra metoder utvecklades ocksa men &ver tid
har de flesta av dessa fatt ge vika for simplexmetodens dverligsna effektivitet [8]. Aven om
problem idag dr mycket storre och berdkningskraften likasa har simplexmetoden utvecklats
och anpassats till dagens behov. Det ar inte forrdn péa senare tid som egentliga alternativ till
simplexmetoden har tradit fram [8].

Ett system av linjéra begrénsningar beskriver en konvex polyeder och darfor géller att det
tillatna omradet till samtliga linjéra programmeringsproblem &r konvexa méngder. En viktig
egenskap hos konvexa polyedrar ar att dess extrempunkter bestar av polyederns hérnpunkter.
Detta innebér att den optimala 16sningen till ett linjart programmeringsproblem, om den
existerar, finns bland den tillatna polyederns hornpunkter. Att endast betrakta dessa punkter
ar simplexmetodens grundtanke. Dessutom géller for konvexa problem att en lokalt optimal
16sning ocksa ar en globalt optimal 16sning. Det récker alltsa att visa att en 16sning till ett
linjért problem &r lokalt optimal for att den ocksé visats vara globalt optimal.

Ett LP-problem skrivs pa standardform

minimera z = cT:E,
da Az =0, (1)
x>0,

dirb > 0,ce R", b€ R}, A € R™*" och z € R". Hér kallas matrisen A for bivillkorsmatris.
Det finns regler for att konvertera ett godtyckligt linjart problem till ett linjért problem pa
standardform. Ett rimligt antagande &r att matrisen A har full radrang. I annat fall ar
problemet antingen feldefinierat eller sa beskriver flera villkor samma begrénsning. I det
senare fallet kan problemet reduceras sa att antagandet géller utan att problemets 16sning
eller méngden av tillatna 16sningar féréndras [8].

Simplexmetoden dr en iterativ metod som l6ser linjira programmeringsproblem pé stan-
dardform. D& metoden anvinds for att 16sa icke-degenererade problem gors forflyttningar
mellan hérnpunkter till den tillaitna polyedern. Degenererade problem uppstar da flera vill-
kor i ett problem beskriver samma begriansning.

Om en vektor x uppfyller likheterna i ett LP-problem pa standardform kallas denna bas-
losning om det dessutom géller att de kolonner i bivillkorsmatrisen som multipliceras med



icke-noll-elementen i vektorn z ar linjart oberoende. Punkten = ar en tillaten baslosning om
det dessutom géller att x > 0, det vill sdga att punkten uppfyller samtliga villkor f6r proble-
met. Baslosningar erhalls genom att fixera n —m element i z-vektorn for det ursprungliga
problemet vid vardet noll och sedan 16sa den resterande delen av ekvationssystemet Az = b.
De variabler som 16ses ut kallas basvariabler och de som satts till noll kallas icke-basvariabler.
De tillatna baslosningarna till ett linjart problem &ar extrempunkterna till den tillatna polye-
dern. Vektorn z kallas en optimal tillaten baslosning om dess malfunktionsvirde dr ldgre dn
eller lika med malfunktionsvérdet for alla tillatna baslosningar till det linjéra programmet.

Simplexmetoden arbetar genom att utifran en given forsta tillaten baslosning undersoka
huruvida denna l6sning &r optimal. Om den inte &r optimal véljer metoden en tillaten riktning
langs vilken méalfunktionen minskar och en férflyttning gérs mot en tillaten baslésning langs
denna riktning. Denna procedur upprepas sedan. Simplexmetoden gor forflyttningar fran en
tillaten baslosning till en nérliggande tillaten baslosning genom att ta bort och ligga till en
basvariabel i taget. Geometriskt innebér detta att flytta sig langs kanterna till den tillatna
polyedern (se figur 1).

]
, |
|
|

Figur 1: Konceptskiss 6ver simplexmetoden i tva dimensioner. Med metoden ge-
nomsoks den tillatna polyederns extrempunkter, det vill sdga dess hérnpunkter. De
streckade linjerna definierar problemets tillatna omrade. Punkterna &r de tillatna
baslésningarna.

I det generella fallet kan simplexmetoden beskrivas pa féljande vis fér 16sning av ett linjért
problem pé standardform (1).

Egenskaperna hos en baslosning, tillsammans antagandet att matrisen A har full radrang,
gor det mojligt att dela upp komponenterna x i komponenterna xn och xp. Vektorn xp
bestar av basvariablerna vars koefficienter i bivillkorsmatrisen A motsvarar den inverterbara
basmatrisen B. Vektorn xy bestar av alla icke-basvariabler, vilka har vérdet noll.

Om zx ar tillaten baslésning med variabler ordnade sa att

x
x = B,
TN
dér g ar en vektor med ingdende basvariabler och zy dr den nuvarande (just nu nollvektorn)
vektorn av icke basvariabler, kan méalfunktionen skrivas som:

T T
zZ =cCgTB + CNTN,

dar koefficienterna for basvariablerna finns i ¢g och koefficienterna for icke-basvariablerna
finns i ¢y . Bivillkoren kan d& skrivas som

Bxg+ Nxy = b,

vilka kan uttryckas som
zp =B 'b— B 'Nay. (2)

Substitution av zg i formeln for z ger att

z=cEB 0+ (c — 5B N)xy.



Om y definieras som y = (c5B71)T = B~T¢p kan z uttryckas som
z=yTb+ (ck —y"N)zy.

De aktuella virdena pa basvariablerna och malfunktionen fas genom att sitta zy = 0, det
vill sidga

zp=b=B"'b och 2 =cLkB .
For att underldtta understkningen av hur maéalfunktionen paverkas av icke-basvariablerna
betecknas ¢; som elementet i vektorn ¢k = (¢}, — ¢c5 B~'N) motsvarande vektorn z;. Koef-
ficienten ¢; kallas den reducerade kostnaden for ;. Malfunktionen kan skrivas som

z=4+ Ny,

Om icke-basvariabeln z; tillskrivs ett noll-skiljt-virde ¢ kommer malfunktions vérde alltsa
att fordndras med ¢;e.

For att undersdka huruvida en losning &r optimal studeras vad som hénder med mal-
funktionen om védrdet pa var och en av icke basvariablerna tillats 6ka fran noll. Om ¢; > 0
kommer malfunktionens vérde att éka. Om ¢; = 0 kommer ingen foréndring ske och om
¢j < 0 kommer malfunktionens virde att minska. Det vill siga att om ¢; < 0 fér nagot j
kan malfunktionens vérde férbéttras om z; dkas fran noll. Om den nuvarande basen inte ar
optimal kan en variabel z; , sddan att ¢; < 0, véiljas att ingé i basen. Denna variabel kallas
en inkommande variabel.

Nar en ny inkommande variabel valts maste det undersokas hur mycket denna tillats 6ka
utan att begrénsningarna pa problemet bryts. Detta bestdmmer huruvida en variabel skall
utgd ur basen. Basvariablerna bestdms enligt (2) och forutom x; har alla element i vektorn
xn vardet noll. Darfor ar

rp = l; - At‘rt
dir A, = B~1A,, A, dr den t:te kolonnen av A och b = B~'b. Ett element i vektorn z5 kan
skrivas som .
(CCB)i =b; — &i,txt
dér a;; dr elementen i A;. Om a;r > 0 kommer (zp); att minska d& den inkommande
variabeln a; 6kar och (zp); blir lika med noll d& z; = l;i/di’t. Om d;; < 0 kommer (xp); 6ka
och om a;, =0 &r (zp),; oférandrad.
Variabeln x; kan okas sa ldnge alla 6vriga variabler forblir icke-negativa, det vill séga tills

den nar virdet
. b;
T; = min — ta;+ > 0.
1<i<m Qi ¢

Det minsta virdet av ovanstdende uttryck bestdmmer de nya icke-basvariabeln (xp); och
dérmed ocksa den nya tillatna baslésningen, med x; som den nya inkommande basvariabeln.
Tilldelningarna

xB%xB*Ati't och 2(*2+6ti't

bestammer vérdet av basvariablerna samt det nya véirdet av malfunktionen i den aktuella
basen. Variabeln x; tilldelas vardet Z; och de kvarvarande icke-basvariablerna férblir noll. En
av basvariablerna far virdet noll och utgar ur basen.

Om a;; < 0 for alla virden pa ¢ kommer ingen av basvariablerna minska da x; okar
fran noll. Alltsa kan x; goras godtyckligt stort. Detta betyder att malfunktionens virde
kommer minska utan undre gréns da z; — oo vilket innebér att problemet har en obegransad
optimallGsning.

Enligt principerna ovan kan en tydlig bild av simplexalgoritmen ges. Genom att star-
ta fran en basmatris B motsvarande en tilliten baslésning xp = b= B > 0 itererar
simplexmetoden genom foljande steg.

1. Optimalitetstest; Berikna vektorn y? = ¢LB~!. Beriikna koefficienterna ¢ = ¢k —

yT'N. Om ¢% > 0 #&r den nuvarande basen optimal. Annars, vilj en variabel z; sidan
att ¢; < 0 som en ny inkommande basvariabel.



2. Stegtagande; Berdkna A, = B~ A,, bivillkorskoefficienterna motsvarande den nya bas-
variabeln. Hitta ett index s som uppfyller

I;s . l;z
—— = min — ta;t >0,
Qg ¢ 1<i<m Q¢

Variabel zg skall lamna basen och pivot-elementet ar Gs+. Om a;; < 0 for alla ¢ &r
problemet obegrinsat.

3. Uppdatering; Uppdatera basmatrisen B och vektorn med basvariabler xp.

Genom att upprepa ovanstaende iterationssteg erhalls den lokalt optimala l6sningen, allt-
sa den globalt optimala 16sningen.
Simplexmetoden ar en effektiv metod for att 16sa linjara program och anvidnds av de fles-
ta moderna optimeringsalgoritmer for l6sning av linjéara problem [8]. Metoden stéller dock
krav pa att det undersékta problemet &r linjart vilket inte alltid ar fallet. Vid modellering
av vissa typer av problem krévs icke-kontinuerliga variabler. Det finns en rad sétt att han-
tera dessa variabler. Nedan foljer en beskrivning av nagra metoder som ofta kompletterar
simplexmetoden vid 16sning av denna typ av problem.

2.4 Heltalsprogrammering och branch-and-bound-algoritmen

Heltalsprogrammering (IP, integer programming) behandlar problem bestéende av heltalsva-
riabler. En modell som innehéaller en blandning av kontinuerliga variabler och heltalsvariabler
behandlas av blandad heltalsprogrammering (MIP, mized integer programming). Vanligtvis r
problem med heltalsvariabler svarare att 16sa an linjara problem av samma storleksordning
[4]. Inom operationsanalys dr heltalsvariabler ofta [4] begridnsade till att anta virdena 0 eller
1. Detta kan till exempel motsvara ett ja-eller-nej-beslut. Metoder for att 16sa generella hel-
talsproblem anpassas utan storre svarigheter till att 16sa rena eller blandade 0-1-problem [9].
Det finns en uppsjo av sétt att 16sa MIP-problem men den metod som anvands mest &r den s
kallade branch-and-bound-metoden [9], som initieras med att att heltalskraven pa problemet
slapps och problemet 16ses som ett LP-problem. Detta férfarande kallas LP-relaxering och
utnyttjar det faktum att LP-problem vanligen ar ldttare att 16sa &n MIP-problem. Om den
optimala 16sningen av LP-relaxeringen av ett MIP-problem &r en heltalslosning &r detta ocksa
den optimala l6sningen till heltalsproblemet. I Williams [9] beskrivs hur branch-and-bound-
algoritmen anviinds for att 16sa ett typiskt [P-problem. Under néista rubrik finns en genera-
lisering av denna beskrivning som illustrerar teorin bakom branch-and-bound-algoritmen.

Branch-and-bound-algoritmen

Branch-and-bound-metoden (BB, “forgrena och avgrinsa”) loser forst LP-relaxeringen av ett
IP-problem for att sedan aterinfora heltalskraven pa variablerna steg for steg. For ett IP med
tva variabler

minimera 2z = cTsc,
da Az =0,
x>0,

dir b > 0, c € R?, b € R%, A € R**?, 2 € Z och = = (21,22), kan BB-metoden se ut pé
féljande sétt.

En nod &r en instans av problemet, ndmligen LP-relaxeringen av IP-problemet, komplette-
rat med extra begransningar som successivt inforts i 6verordnade noder. Dessa begransningar
beskrivs nedan. I startnoden loses LP-relaxeringen av IP-problemet. Detta ger 16sningen

X1 Zkl,l‘g :kQ,Z:d.

Sedan viljs godtyckligt en variabel vars virde inte ar ett heltal och utan att tappa generalitet
inf6érs nya villkor pa denna variabel. Om z; valts infors villkoren

1 <N och 1> N+1, (3)



i vardera av tva nya noder. Observera att dessa villkor inte utesluter nagra tillatna vérden
eftersom virdena mellan NV och N + 1 alla &r icke heltal. Daremot utesluts den nuvarande
16sningen genom att vélja N = |k;|. Inforandet av villkoren (3) kan ses som en forgrening i
ett trdd av delmodeller déar olika villkor géller i de olika grenarna.

Efter denna forgrening véljs en av de underordnade noderna och processen upprepas
fran denna nod. Det vill sdga att LP-relaxeringen av orginalproblemet plus de extra villkor
som géller i denna nod l6ses och en foérgreningsvariabel viljs bland de variabler som har
icke-heltaliga varden. Tva grenar skapas dér denna l6sning utesluts med hjélp av villkor pa
formen (3). Detta ger upphov till ett trad likt det som illustreras i figur 2.

X1 :k1 , X2=k2, z=d

x1<k] x1=[ki ]
x1=k§2), xzzkgz), z=d? x1=k§3), x2=k§3), z=d®
2 2
n<lk’] xlkT
X1 :k(14), x2:k§4), z=d¥ X1 :k(ls), xzzkgs) ,z=d®

Figur 2: Schematisk bild &ver ett branch-and-bound-trad. Noderna &r numrerade
1-5. De extra villkor som successivt infors vid forgrening star skrivna vid pilarna
och &r villkor pa formen (3). Observera att N = |k;| i de inforda villkoren.

Mark val att det finns en rad val att gora i denna process. Valet av forgreningsvariabel,
ordningen i vilken LP-relaxeringarna i noderna l6ses samt vilken nod som undersoks efter att
en forgrening gjorts kan véljas slumpmaéssigt. Alternativet &r att anvinda nagon regel for att
gora dessa val, i hopp om att na en bra 16sning snabbare.

Allt eftersom noderna utvecklas kan en rad saker intriffa. Till exempel kan inforandet av
ett nytt villkor gora att instansen saknar 16sning. Grenen behdver da inte utvecklas vidare.
Noden ségs da vara uttémd. D& en heltalslosning erhélls i en nod finns det ingen anled-
ning att understka den grenen vidare. Detta eftersom inférandet av ytterligare villkor aldrig
kan forbattra malfunktionens virde. Véardet pa den bésta funna heltalslésningen vid en viss
tidpunkt fungerar som en gréans for alla andra noder. Om vérdet av malfunktionen av LP-



relaxeringen i ndgon nod ar sdmre an detta virde, dr det inte nodvindigt att utveckla denna
vidare. Den ségs da vara uttéomd. Skillnaden mellan en heltalslésning och motsvarande LP-
relaxerings 16sning kallas heltalsgap och kan anvindas som ett matt pa hur néra optimal en
heltalslosning &r.

Da alla grenar foljts till sitt slut, det vill sdga d& de natt en heltalslosning eller konstaterats
vara ointressanta, har den optimala I6sningen hittats. Det finns dock inga garantier for att
ett trad skall vara uttomligt. Det vill sdga att det finns fall d& ett oéndligt antal noder kan
genomsoOkas utan att en giltig 16sning hittas. Detta intréaffar dock endast om det tillatna
omradet for problemet dr obegrénsat.

Notera att ett infort villkor géller i alla noder under noden déar det inforts i tradet.
Om branch-and-bound-algoritmen anvénds péa ett IP-problem dér virdena pa variablerna
begrénsas till att anta 0 eller 1 blir trddet enklare. Varje gren fixerar da virdet av en variabel
i alla noder i den gren som definieras av den nod dar villkoret inforts.

Losningsrummet till ett linjart problem i tva dimensioner kan illustreras som i figur 3.
Detta kan till exempel vara LP-relaxeringen av ett IP-problem. De tillatna heltalslésningarna
ar de heltalspunkter som ligger inne i polyedern. Det minsta konvexa omrade som innesluter
dessa punkter kallas problemets konvexa hdélje av tillatna heltalslésningar. Detta syns som
de prickade linjerna i figur 3. I tva dimensioner dr granserna till omradet réta linjer och i
hogre dimensioner &r de hyperplan. Gréanserna till det konvexa holjet kallas fasetter och de
villkor som ger upphov till dem kallas fasettdefinierande begrénsningar. Dessa kan ibland
vara svara att berdkna men ibland kan de approximeras av begransningar som skir bort en
optimal 16sning till LP-relaxeringen, men som inte dr fasetter [9]. Dessa begransningar kallas
skirande plan (cutting planes).

X2

‘ Py Py o X 1

Figur 3: Det konvexa holjet (prickat) av 16sningsrummet till LP-relaxeringen
av ett IP-problem (heldraget) i tva dimensioner, samt ett skirande plan till LP-
relaxeringen (streckat). Punkterna markerar heltalslosningar.

Att anvinda denna typ av bivillkor i kombination med BB-metoden kan férvéintas reducera
antalet noder att genomsoka. Ett vanligt forekommande problem &r dock att det ofta finns
villdigt ménga fasetter till ett IP-problem. I praktiken kan dessa begrénsningar (eller andra
skdrande plan) endast anvindas iterativt for att utesluta nuvarande icke-heltalslosningar [9].
Detta tillvigagangssatt kan kombineras med BB-metoden genom att applicera bivillkoren pa
instanserna av IP-problemet i de olika noderna i trddet. Metoden kallas d& branch-and-cut.

2.5 Heuristiska losningsmetoder

I verkligheten &mnar optimering ofta understka hur en rad beslut kan kombineras for att
det totala resultatet skall bli sa bra som mdjligt. Detta leder i manga fall, som diskuteras
i avsnitt 2.4, till problem med variabler begrénsade till virdena 1 eller 0, vilka svarar pa
en ja-nej fraga géllande ett visst beslut. Ett problem med n stycken oberoende variabler av
denna typ har totalt 2 mdjliga utfall. Da ett verkligt problem skall undersckas kan antalet
beslut vara precis sa manga. Detta gor att det ibland &r omdjligt att underséka alla tdnkbara
16sningar eftersom antalet kandidater helt enkelt dr for stort. Branch-and-bound-metoden,
som diskuteras i avsnitt 2.4, ar ett sétt att undvika att soka igenom alla tdnkbara l6sningar.



En viktig egenskap hos BB-metoden &r att den kan garantera optimalitet av en funnen
16sning.

Om det anses ta orimligt lang tid att finna en optimal 16sning till ett problem, kan
det ibland vara aktuellt att leta efter en suboptimal, men &nda godtagbar 16sning. Optime-
ringsproblem dér en suboptimal 16sning dr tillricklig kallas semioptimering [10]. Pearl [10]
poéangterar att det i manga verkliga fall &r nodvandigt att anvinda sig av semioptimering.
Vidare menar han att en noggrann avvigning maste goras mellan krav pa hur néra optimal
16sningen skall vara och hur lang 16sningstid som ar godtagbar. Férdelen med semioptime-
ring &r att fokus skiftas fran att verifiera optimalitet av en funnen 16sning till att plocka fram
godtagbara l6sningar sa effektivt som mojligt. Heuristik ar kriterier och metoder som véljer
det alternativ, som beddms vara det effektivaste sittet att nd ett visst mal [10]. Heuristiska
metoder dr metoder som forlitar sig pa heuristiska avvdganden for att finna en godtagbar
16sning.

Heuristiska metoder kan se ut pa4 manga sétt; den gemensamma ndmnaren &r att de bygger
pa kunskap om problemets struktur. Branch-and-bound-metoden kan till exempel utnyttja
heuristiska regler for att finna en bra losning snabbare. En heuristisk metod for att hitta
den kortaste vigen mellan en rad destinationer kan till exempel vara att hela tiden forflytta
sig till den obestkta destination som ligger ndrmast den nuvarande platsen [10]. I detta fall
fattas det heuristiska beslutet baserat pa kunskap om vilken destination som ligger ndrmast,
samt antagandet om att en kort striacka i ett narsynt perspektiv férhoppningsvis leder till
kortare stricka totalt. Detta ger sannolikt inte en optimal 16sning till problemet, men &r oftast
béttre dn att irra runt planlost [10]. Det finns inga generella heuristiska metoder for att 16sa
optimeringsproblem. Metoder maéste istéllet ofta specialkonstrueras for specifika problem.

2.6 Modelleringsverktyg for 16sning av linjira problem

Linjara modeller av verkliga problem kan innehalla stora méngder variabler och villkor. Dessa
behover struktureras for att tillata 6versédttning mellan den ménniska som formulerat dem
och den dator som skall 16sa dem. I denna sektion beskrivs hur de programvaror som anvénts
i projektet interagerar. Dessutom ges en kort beskrivning av de olika programvarorna.

Det mest anvinda formatet for att beskriva LP-problem sa att optimeringsverktyg kan
tolka dem &r det sa kallade MPS-formatet (mathematical programming system) [4]. Att
formulera ett stort problem i detta format &r ofta inte 6verskadligt och darfor anvinds mo-
delleringsprogram for att skota 6versattningen mellan matematisk modell och MPS-format. I
detta projekt anvinds AMPL for att formulera stora linjara heltalsproblem och optimerings-
16saren CPLEX anvénds for att 16sa dem. I figur 4 beskrivs kopplingen mellan matematisk
modellering och 16sning av ett IP-problem.

Data

+

—»—{ AMPL FMPS—>»— CPLEX ——> LOsning

Matematisk
modell

Figur 4: Strukturen mellan de olika programvarorna som anvinds i detta projekt.

2.6.1 AMPL

Modelleringsspraket AMPL (A Mathematical Programming Language) designades och imple-
menterades forsta gangen 1985 [11]. AMPL anvéinds for att formulera matematiska modeller
i en dator pé ett séitt som dr intuitivt for anvindaren. Enligt utvecklarna [11] 4r en av de
storsta fordelarna med AMPL att uttrycken som spraket hanterar i hog grad liknar de vanliga
algebraiska motsvarigheterna. AMPL innehaller inte nigra matematiska optimeringsmetoder.
Verktyget bestar av ett gréanssnitt som férmedlar kontakten mellan den matematiska modell
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som anvandaren formulerar, de data som definieras av en probleminstans och den 16sningsme-
tod som anvinds. Den intuitiva arbetsgdngen med AMPL beskrivs enligt féljande procedur:
[11]

formulering av den matematiska modellen i generell form;

inh&mtning av data som representerar en viss instans av problemet;
generering av malfunktion och bivillkor i MPS-format fran modellen och data;
16sning av problemet genom anrop av en extern l6sningsprogramvara;
presentation av resultatet och analys av anvéndaren;

eventuell forfining av problemet och upprepning av proceduren.

2.6.2 CPLEX

CPLEX ér ett verktyg for att 16sa problem inom matematisk programmering. Version 1.0
slapptes av ILOG 1988 och sedan dess har programmet genomgatt betydande utveckling [12].
I detta arbete anvinds CPLEX for att 16sa problem inom linjér heltalsoptimering men kan
ocksa bland annat ocksa 16sa vissa problem inom kvadratisk programmering. CPLEX har
sitt ursprung i programmeringsspraket C men &r idag ocksa delvis uppbyggt av C++, Java,
.NET och Python [13].

For att 10sa de mest grundlaggande problemen inom linjér programmering, dar variab-
lerna i malfunktionen &r kontinuerliga, anvénder sig CPLEX fradmst av metoder baserade pa
simplexalgoritmer [13]. CPLEX &r ett omfattande verktyg och erbjuder anvindaren mojlig-
heten att anpassa losningsmetoden for att passa det problem som skall 16sas. For 16sning av
MIP anvinds BB-metoden, heuristiker och generering av skirande plan och fasetter [13] (se
avsnitt 2.5 och 2.5).
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3 Problembeskrivning

I avsnitt 1.1 introducerade vi schemaldggningsproblemet pa ridskolan. Kort sagt ska schemat
passa bade elever och ldrare utan att histarna blir 6verbelastade. I detta avsnitt presenteras
problemet mer i detalj, men forst f6ljer nagra ord om hur schemat léggs idag.

3.1 Schemalaggning pa ridskolan

All schemaldggning pa ridskolan sker manuellt. De elever som ansoker om plats pa ridskolan
har mojlighet att ange tider da de &r tillgdngliga. Eleverna delas in i grupper och veckosche-
mat laggs sa att tiderna ska passa s& manga som mdojligt. Slutligen erbjuds eleverna en
lektionstid som de kan tacka ja eller nej till. For histarnas del gar det att gora ett bassche-
ma, men detta méste modifieras fran vecka till vecka eftersom héstar kan vara ur drift eller
nedsatta pa grund av skada eller sjukdom.

I dagslaget finns ett basschema for ridskolans elevgrupper och deras lektionstider. Nar vi
hénvisar till ridskolans befintliga schema &ar det detta lektionsschema for elever som avses,
dock inte nuvarande tilldelning av héstar och ldrare. I det befintliga schemat finns lektions-
plats for 605 elever.

I praktiken finns inga strikta regler for hur schemat ska ldggas, utan personalen avgor
sjalva vad som ar tillaten belastning for histarna, vilka arbetstider som ska gélla for lararna,
och sa vidare. For att behandla problemet med matematiska verktyg ar det dock nodvandigt
att definiera entydigt vad som &r tillatet och inte. Fér detta &ndamal har en lista med kriterier
som stélls pa schemat formulerats med hjélp fran ridskolans personal. Denna lista speglar
dock inte perfekt de o6verviganden som gors i verkligheten, eftersom en ménniska med ratt
erfarenhet kan gora avvigningar och undantag som &r svara eller omstandliga att formulera
matematiskt.

3.2 Elever

Eleverna ska bokas in pa tider dir de angivit att de ar tillgingliga. De bildar grupper sa
att alla elever i varje grupp har likvirdiga kunskaper. Detta 16ses genom att lektionstillfdllen
tilldelas en viss lektionstyp, exempelvis nybdrjare, niva 14 eller dressyr, och fér varje elev
bestams alltsé vilken lektionstyp som ska bokas. Olika lektionstyper pagar olika lange — exem-
pelvis dr det sa kallade ridlekis 30-minuterslektioner, hopplektionerna 60 minuter och Gvriga
lektioner ar 45 minuter. Lektionstyperna har ocksa olika antal elever. Typerna presenteras i
tabell 1.

Tabell 1: Lektionstyperna pa Billdals ridskola.

Lektionstyp Léngd [minuter] Antal elever (min—max)
Ridlekis 30 11-13
Nyborjare 60 10-12
Niva 1 45 10-12
Niva 2 45 10-12
Niva 3 45 8-10
Niva 4 45 8-10
Hoppning 60 6-8
Dressyr 45 57
Vuxna nyborjare 30 8-10
Vuxna niva 1 45 8-10
Vuxna niva 2 45 8-10
Vuxna niva 3 45 8-10
Vuxna niva 4 45 8-10
Hoppning vuxna 60 6-8
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3.3 Hastar

Ridskolans 40 héastar har olika storlek, tréningsniva, personlighet, fysisk kondition och even-
tuellt ytterligare faktorer som avgor vilka elever de lampar sig for. For schemaldggningens
skull kan dock férhallandet mellan héstar och elever representeras pa ett enkelt sétt genom
att en lista tas fram for varje hést, som anger vilka lektionstyper som hésten kan delta pa.
Att en hast tillats delta vid lektioner av en viss typ innebér alltsa &ven att hésten ar lamplig
fér en typisk elev pa denna lektionstyp.

Vidare finns det begrénsningar i arbetsbelastning for hastarna. Dels finns ett maximalt
antal lektioner per dag och hést, dels finns ett tak for antal lektioner i direkt foljd. Dessa
begransningar anges individuellt for varje hést. Beroende pa lektionstyp varierar ocksa antalet
lektioner som kan tillatas — exempelvis kan héstar typiskt ga tre lektioner i rad, men om
nagon av lektionerna dr mer anstringande (exempelvis hoppning eller niva 4) tillats bara tva
lektioner i rad.

3.4 Lokaler

P& ridskolan finns i dagslaget plats for tva parallella lektioner i ridhuset. Alltsa kan aldrig
fler &n tva lektioner paga samtidigt.

3.5 Larare

Pa ridskolan finns 10 lirare som delar pa veckans lektioner. Varje lektion har en ldrare. Dessa
ar tillgdngliga pa olika tider och far forstas endast bokas in da de &r tillgingliga. I likhet
med héstarna finns en grans f6r hur manga lektioner i f6ljd en larare kan leda. Den totala
arbetstiden bestdms genom att ange ett maximalt antal lektioner per vecka och larare.

3.6 Ytterligare onskemal

Utéver det ovanstaende finns flera énskemal géllande schemat, som inte &r helt nédviandiga
att tillgodose. Vi noterar att den enklaste schemalGsningen enligt ovanstaende kriterier vore
att inte erbjuda nagra elever plats alls — da skulle ju varken lédrare eller histar krdvas! Men
sadana triviallésningar &r forstas ointressanta. Slutsatsen blir att vi vill maximera antalet
elever utan att slita ut personal eller histar. Andra sekundidra mal (optimeringsmal) kan
vara att fordela arbetet jamnt mellan histarna, att gora schemat s kompakt som mojligt
for lararna, eller att skapa ett rattvist schema for larare eller héstar.
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4 Metod

Den metod som primért anvints for att 16sa schemaldggningsproblemet &r linjér heltals-
programmering (se avsnitt 2). For detta &ndamal har en linjir modell konstruerats for att
motsvara de kriterier som specificeras i problembeskrivningen ovan (avsnitt 3).

Optimeringsproblemet har implementerats i AMPL och 16sts med CPLEX (se avsnitt
2.6.1). Dessutom har en heuristisk 16sningsmetod tagits fram for jamforelse av 16sningar och
berdkningstider med den linjara heltalsmodellen.

4.1 Varfor linjar heltalsoptimering?

Att optimera ridskolans schema kan vara svart av olika anledningar. Ett grundliggande pro-
blem &ar att uppgiften blir svardverskadlig eftersom drygt 600 elever och 40 héstar ska be-
handlas individuellt, och hénsyn maste tas till manga samverkande faktorer. Det kan vara
svart att bedoma hur stora forbattringar som dr mojliga jamfort med ett givet schema, det
vill sdga hur val en viss 16sning méter sig med den som &r optimal i nagot avseende.

Med detta som bakgrund kan konstateras att linjar optimering har en klar fordel jam-
fért med manga andra metoder. Losningsalgoritmen for linjara heltalsproblem bygger pa att
tillfalligt sldppa heltalskriterierna och istéllet 16sa ett kontinuerligt problem (se avsnitt 2.4).
Dérmed kan en undre grins for malfunktionens virde bestdmmas, med vilken existerande
heltalslosningar kan jamforas. Skillnaden — heltalsgapet — mellan den bésta heltalslésning-
en och denna undre grins kan anvindas som ett matt pa hur langt ifran optimalitet denna
heltalslosning &r. Pa sa vis ger l6sningsmetoden oss i teorin en béttre Gversikt 6ver problemet.

En annan fordel med linjar heltalsprogrammering &r att branch-and-bound-metoden ga-
ranterar att globalt optimum hittas (se teoriavsnittet 2.4 for en mer utforlig beskrivning).

Tanken med den 16sningsmetod som anvéants ar alltsa att specificera alla indata och sedan
optimera ridskolans schema i sin helhet fér att na global optimalitet.

4.2 Losningsgang och modellens utformning

I allménhet har modellen utformats for att kunna &aterskapa schemakriterierna pa Billdals
ridskola, men i flera fall &r den mer generellt formulerad, vilket mojliggér 16sning av andra,
liknande problem. Dock maste avgransningar goras for vilka beslut som ska fattas av méan-
niskor och vad som ska ingd i optimeringen. De avgransningar som har gjorts presenteras
kortfattat nedan.

Varje lektion ska tilldelas en tid och plats, under begrdnsningen att alla ska fa plats i
ridhuset. I dagsléget finns plats for tva parallella lektioner, men detta kan forstas variera och
behover darfor formuleras mer allmént. Vi har antagit att indatan till problemet innehaller
en lista 6ver tidsblock som ar konstruerad sa att lokalerna réacker till, det vill sdga sa att hogst
tva tidsblock pagar samtidigt i detta fall. Ett tidsblock definieras av start- och sluttid samt
veckodag.

I praktiken &r det ganska enkelt att dela in veckoschemat i tidsblock, eftersom dagens
forsta lektion bor starta i sadan tid sa att eleverna, typiskt skolungdomar, har slutat skolan
for dagen. Darefter fylls schemat pa med tidsblock separerade av korta pauser for hast- och
gruppbyte. De flesta lektioner &r 45 minuter langa, och déarfér behéver det inte bestdmmas pa
féorhand vilka lektionstyper de olika tidsblocken ska ha. Undantag &r exempelvis hoppnings-
lektionerna som tar 60 minuter och behdver ldngre tidsblock. Forslagsvis placeras ett fatal
60-minutersblock ut i schemat for att mojliggéra hoppningslektioner. Lektioner far placeras
ut pa tidsblock som ar minst sa langa som lektionen, vilket medfér att andra lektioner kan
placeras ut pa tomma 60-minutersblock. Skillnaden i ett sadant fall blir att en ovanligt lang
paus uppstar mellan tva lektioner i schemat.

En annan méjlighet som utvirderats ar att lata tidsblockens placering vara fria variabler
fér optimering, vilket eventuellt kan leda till att kompaktare, effektivare scheman produceras.
Att sldppa lektionstiderna fria visade sig dock 6ka 16sningstiden alltfér mycket i jamforelse
med de forbattringar som eventuellt kan astadkommas.

Slutligen krivs éven data for nédr elever och larare ar tillgingliga, vilka héstar som finns
och vilken maxbelastning héstarna har. Vid 16sning av schemaldggningsproblemet antas att
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Tabell 2: Forklaring av namngivning for variabler, parametrar och méngder.

Svenska Engelska Beteckning
elev pupil P
Oonskemal request r
hast horse h
tidsblock time slot s
(lektions)typ type t
larare teacher 0
tillaten allowed a
dag day d
sekvens sequence o
kollision collision c
Ovre grans upper limit A
undre grins  lower limit A
vikt weight w

ridskolans personal tilldelat en lektionstyp till varje elev som séker en plats. Inom ramarna
som presenterats i detta avsnitt kan alla tdnkbara férdelningar av elever, héstar och larare
representeras av modellen.

4.3 En matematisk formulering av kriterierna

I detta avsnitt presenteras de parametrar (indata) och variabler samt ekvationer och olikhe-
ter som tillsammans representerar kriterierna for schemat. Samtliga kriterier ska betraktas
tillsammans, men for att géra modellen mer 6verskadlig har vi delat in listan under tre ru-
briker: elever och tidsblock, héstar samt ldrare. Samtliga variabler tillats anta vérdena 1 eller
0, vilket representerar ja-eller-nej-beslut.

De namn som anviands pa méngder, variabler och parametrar kommer fran en engelsk
motsvarighet till de begrepp som anvénds pa svenska: exempelvis betecknas tidsblocken med
S efter engelskans (time) slots. I tabell 2 sammanfattas namngivningen.

Elever och tidsblock

Har foljer en forsta lista 6ver de méngder, parametrar och variabler som anvénds for elever
och tidsblock. Notera att hela modellen innehéller fler méngder, parametrar och variabler,
vilka definieras pa de kommande sidorna.

Maiangder som anvénds for elever, lektioner och tidsblock ar

=  méngden av tidsblock, indexeras med k € S,
méngden av 6nskemal j, indexeras med j € R,
méngden av elever, indexeras med ¢ € P,

méngden av kollisionsméngder, indexeras med p € C,
= maéangden av lektionstyper [/, indexeras med | € T

NHQ9 W
I

Parametrar som anvinds for elever, tidsblock och lektionstyper ar

(i k) - 1, om 6nskemal j € R tillats bokas pa tidsblock k € S,
0, annars,

b 1) B 1, om &nskemal 5 € R avser bokning pa lektion av typ [ € T,
0, annars,

a(k ) - 1, om lektion av typ [ € T tillats bokas pa tidsblock k € S,
0, annars,
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o 1, om O6nskemél j € R kommer fran elev* i € P,

p(i,j) =
0, annars,

(0. ) 1, om lektion k € S ingar i kollisionsméangd* p € C,
c(p, =

K 0, annars,
A1) =  maximalt antal elever pa lektion av typ [ € T,
Ae(l) = minimalt antal elever pa lektion av typ [ € T,
wy(4) = viktparameter® foér 6nskemal j € R.

Variabler som anvinds for elever och tidsblock ar

(i k) _ 1, om 6nskemal j € R bokas pa tidsblock k € S,
0, annars,

Lk 1) _ 1, om pa tidsblock k& € S bokas en lektion av typ l € T,
0, annars.

Varje elev kan ténkas vilja delta vid flera lektioner i veckan. Darfér betraktas ett antal
onskemal om att delta vid nagot tidsblock av en viss lektionstyp som eventuellt kan bokas
in pa ett tidsblock. Varje onskemal tillhor en elev, och varje elev kan ha flera 6nskemal.
Variabeln r(j, k) indikerar om 6nskemal j bokas pa tidsblock k.

Variabeln ¢4(k, 1) indikerar om en lektion av typ ! bokas pa tidsblock k. Varje tidsblock
ska tilldelas maximalt en lektionstyp, vilket modelleras med olikheterna

>tk 1) <1, kes. (4)

leT

Att ingen lektionstyp tilldelas betyder att tidsblocket inte anvinds. Begransningar finns pa
vilka lektionstyper som ett givet tidsblock far tilldelas, vilket modelleras med ekvationen

S0 bl D) (1= (ks 1) = 0. %)

keSleT

Varje onskemal kan bokas in maximalt en gang, och endast pa vissa tillatna tidsblock, det
vill sdga d& eleven ar tillginglig. Detta formuleras, analogt med (4) och (5), med olikheterna
(6) och ekvationen (7).

> orGk) <1, jER (6)

kes

DS rG k) (= an(G k) =0 (7)

JjEREKES

Tidsblock ska ha samma lektionstyp som inbokade 6nskemal, det vill siga om O6nskemal
7 bokas pa tidsblock k méste 6nskemalet och tidsblocket ha samma lektionstyp. Notera att
varje onskemal har en typ, sa att ), ., t-(j,1) = 1 Vj € R. Detta formuleras med olikheterna:

>t (G Dts(k, ) = (G k), jER keS. (8)
leT

For varje lektionstyp finns ett maximalt och ett minimalt tillatet antal elever, vilket
formuleras med olikheterna:

ST k) <3tk DA, kes, (9)

JER leT
D r(k) =Ytk D), kes. (10)
JjER leT

*Dessa parametrar forklaras i ndrmare detalj dar de anvinds nedan.
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Om en elev har fler dn ett 6nskemal ska dubbelbokning férhindras. Parametern p(i, j) &r
en lista Gver alla elever . Elementet p(i, j) indikerar om ¢nskemal j kommer fran elev i.

Vi definierar en kollisionsmdngd som en méngd tidsblock som kolliderar, sa att deltagande
pa nagot av tidsblocken omdjliggor deltagande vid de 6vriga blocken. Parametern ¢(u, k) ar
en lista &ver alla! kollisionsméngder, dér c(u, k) = 1 om tidsblock k ingar i kollisionsmingd
w, annars c(u, k) = 0. Foéljande olikheter forhindrar d& dubbelbokningar av elever:

Z Z c(u, K)r(4, k)p(i, j) <1, 1e P, ped. (11)

keSjER

Vi infor ocksa en ekvation som egentligen &dr overflodig men i praktiken har visat sig
forkorta 16sningstiden kraftigt i vissa fall. Den sdger att det maximala antalet lektioner av
en typ [ inte ska vara storre dn att alla 6nskemal som rér denna lektionstyp réacker till att
fylla lektionerna atminstone till den minimala gransen. Med andra ord far inga tomma eller
underbefolkade lektioner lggas in i schemat:

D (kDM <>t (3,0), leT. (12)

kes JjER

Hastar

Héar foljer ytterligare nagra méangder, parametrar och variabler som krdvs for att beskriva
kriterierna for héstar.

Maiangder som anvénds for hiastar ar

H =  méngden av héstar, indexeras med m € H,
X = méngden av sekvenser, indexeras med v € X,
D = maéangden av dagskombinationer, indexeras med £ € D.

Parametrar som anvands for hastar ar

1, om hast m € H tillats bokas pa lektionstyp [ € T,

th(mv l) -

0, annars,
Aps(m) = maximal tillaten belastning™ i sekvens for hést m € H,
Apa(m) =  maximal tillaten belastning® per dag for hist m € H,
Wi (1) = belastning i sekvens av lektionstyp [ € T,
weq(l) = belastning i dagskombination av lektionstyp [ € T,

1, om tidsblock k € S ingar i sekvens® v € ¥,
o(vk) =

0, annars,
d(e, k) B 1, om tidsblock k£ € S ingar i dagskombination® & € D,

’ n 0, annars,

Q = stort tal.

Variabeln som anviands for histar ar
1, om hist m € H bokas pa tidsblock k € S,
h(m,k) =
0, annars.

P& varje tidsblock ska lika méanga héstar som elever bokas in, vilket formuleras med

ekvationerna
> h(m, k) =" r(k), kes. (13)
meH JER

11 praktiken behover vi bara betrakta de storsta méjliga kollisionsmingderna, det vill sdga om en kolli-
sionsméangd &r en dkta delmédngd av nagon annan, behéver den mindre méngden inte tas med i parametern
c.

*Dessa parametrar forklaras i ndrmare detalj dar de anvands nedan.
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For hédstarna finns begransningar for vilka lektionstyper som &r tillatna eftersom inte alla
héstar kan delta vid lektioner av varje lektionstyp. Detta kriterium formuleras med olikhe-
terna
>tk Dtn(m, 1) > h(m, k), meH, keS. (14)
1T

Héstar far inte dubbelbokas. Vi skriver analogt med ekvation (11) for eleverna:

> h(m, k)e(p, k) < 1, meH, pecC. (15)
kesS

Héstarnas totala belastning begrénsas pa tva sétt: belastning av flera lektioner i direkt
f6ljd och total belastning per dag. For detta &ndamaél finns parametrarna wy, och wiy som
anger belastningen av olika lektionstyper pa héstarna, da vi rdknar i sekvens respektive
dagskombination.

Vi definierar en sekvens som en méangd tidsblock som ligger i f6ljd, s& att deltagande pa
samtliga #r tidsméssigt mojligt. Parametern o ar en lista &ver alla? sekvenser v sadana att
o(v,k) =1 om tidsblock k ingér i sekvens v, annars dr o(v, k) = 0.

Pa motsvarande sétt definierar vi en dagskombination som en mingd tidsblock som ligger
pa samma dag men inte kolliderar, sa att deltagande pa samtliga &r tidsméssigt mojligt.
Parametern d #r en lista 6ver alla® dagskombinationer & sa att d(¢,k) = 1 om tidsblock k
ingér i kombinationen £, annars ar d(&, k) = 0.

Olikheterna (16) begrinsar den totala belastningen i sekvens endast om hésten bokas in
pé samtliga tidsblock i sekvensen:

SN o(v k)ta(k Dwio (1) <

keSleT

Aho(m)—FQZO’(V, k) (1 —h(m,k)), veXx, meH. (16)
kes

Olikheterna (17) ar analogt formulerade fér dagskombinationer:

Z Z d(&, k)ts(k, Dwa(l) <

keSleT

Ana(m) + Q> d(&, k) (1 = h(m, k)), £eD, meH. (17)
kes

Larare

Slutligen infér vi en méngd, en variabel och nagra parametrar som anvéands for att beskriva
kriterier for larare.

Maéangden som anvands ar

© = maéangden av larare, indexeras n € ©.

2Vi #r i praktiken bara intresserade av de sekvenser som kan begrinsa schemaliggningen. Diarmed behéver
endast sekvenser som, beroende pa lektionstyp, kan ge for hég belastning for nagon hést tas med i parametern
o — kortare sekvenser kan utelamnas. De ldngsta sekvenser som behover tas med ar de kortaste som garanterat
ger for hog total belastning, oavsett lektionstyper och hést — ty varje sekvens som &r langre kommer att ha
en sadan begrinsande sekvens som dkta delméngd och behover darfor inte betraktas explicit. Om exempelvis
alla hastar klarar av tva lektioner i rad, och ingen hast klarar mer an fyra lektioner i rad, récker det att o
innehaller alla sekvenser med 3—5 tidsblock.

3Se ovanstaende fotnot om sekvenser. Listan 6ver dagskombinationer kan i praktiken reduceras pa samma
satt.
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Parametrar som anvands for larare ar

1, om ldrare n € © tillats bokas pa tidsblock k € S (lararen ar tillgdnglig),

ag (nv k) -

0, annars,
Ago(n) = maximalt antal lektioner i sekvens for larare n € ©,
Agy(n) =  maximalt antal lektioner per vecka for larare n € ©,
Q = stort tal.

Variabeln som anvands for larare

o(n, k) 1, om larare n € © bokas pa tidsblock k € S,
n, =
0, annars.

En larare ska bokas in pa varje tidsblock som har tilldelats en lektionstyp, alltsa om en
lektion ska héllas vid denna tid, enligt

> 0(n k) = ta(k,1), kes. (18)

neoe leT

Léararna far endast bokas in péa tillatna tider, det vill sdga da de ar tillgangliga. De far
heller inte dubbelbokas. Analogt med ekvationerna (7) och (11) for elever formuleras detta
med ekvationen (19) och olikheterna (20):

> 0(n, k) (1 - ag(n, k) =0, (19)
ned® kes
Z O(n, k)e(p, k) <1, neB, pel. (20)
kesS

Det totala antalet lektioner per vecka for larare begridnsas av parametern Ag.,(n). Vi
skriver saledes
> 0(n, k) < Agu(n), n € o. (21)
kesS

Varje ldrare har ockséd ett maximalt tillatet antal lektioner i direkt foljd, Ag,(n). Detta
krav formuleras analogt med olikheterna (16), som

SN o k)ta(k,1) <
keS leT
Apo(n) + QY o(v,k) (1 0(n, k), nee, ve. (22)
kesS

4.4 Andra varianter av modellen

Ovanstaende kriterier kan anvindas for att 16sa schemaldggningsproblemet pa ridskolan, dér
bland annat 6nskemal fran elever och larare, maxbelastning pa héstar och tillgdngliga lokaler
kan kombineras till ett komplett schema. Flera variationer av problemet kan dock tédnkas.

Ett viktigt exempel ar det fall d& ett lektionsschema for elever och ldrare &r klart, men
tillgangen pé héstar varierar pa grund av skada eller sjukdom. Detta reducerade problem
har dgnats sérskild uppmérksamhet, och resultat fran flera olika testkdrningar aterfinns i
avsnitt 5.

En metod for att undersdka ett sddant reducerat problem dér vissa variabler bestdmts
pa forhand ar att gora om variablerna i fraga till parametrar och sedan ta bort eventuella
overflodiga ekvationer. Det kan ocksa bli aktuellt att formulera en ny malfunktion vid kérning
av ett reducerat problem.

4.5 Malfunktioner

Flera mojliga kvalitetsmatt pa schemat har identifierats, exempelvis
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Utnyttjande av resurser. Ridskolan finns till for att halla lektioner, sa det ar ett grund-
laggande 6nskemaél att de mojliga lektionstillfdllena ska fyllas med manga elever.

Bekvimlighet och effektivitet. For lararna dr det 6nskvart att slippa onddiga véntetider.
Schemat bor vara kompakt, sa att lektionerna inte pagar sent pa kvillen i onédan.

Rattvisa. Det finns ingen sérskild anledning att exempelvis vissa héstar ska arbeta opropor-
tionerligt lite pa bekostnad av andra. Om tva larare har lika 6nskemal om arbetstider
finns ingen anledning att den ena ska fa ett bekvimare schema dn den andra.

Den malfunktion som har anvénts i de flesta forsdken dr maximering av antalet inbokade
onskemal, viktat med parametern w,:

maximera Z Z r(j, k)w,(j).

JERKES

Vi har latit w,(j) = 1V¥j € R, men den kan séttas till nadgot annat virde for vissa elever.
Om exempelvis férra terminens elever som vill fortsitta har hogre prioritet &n nyborjare, kan
viktparametern séttas till ett lagre virde for de 6nskemal som rér nyborjarlektioner.

Ett annat villkor som har anvénts ar jimvikt mellan héstarnas belastning. Som ett matt
pa den totala belastningen per hést och vecka anvénds beteckningen

b(m) =Y h(m, k),

keS

det vill séga antalet lektioner per vecka for hist m. I ett rattvist schema bor b(m) inte variera
fér mycket mellan héstarna. Vi vill darfér minimera variansen

Var (b) = Y (b(m) = ()" = () = (B)”

meH
2 2
= Ni > (Zh(m,k)) - (A} > Zh(m,k)) :
b mer \kes h meH kes

dar N;, ar det totala antalet histar.

Notera att denna funktion inte &r linjar, utan kvadratisk. Det kvadratiska kriteriet kan
dock hanteras av CPLEX i detta fall. Se avsnitt 2.2 for en kort teoretisk bakgrund.

Maérk ocksa val att en triviallosning i form av ett tomt schema &r den optimala l6sningen
med avseende pa detta kriterium — da ar belastningen b(m) och dess varians lika med noll.
Dérfor linjarkombinerar vi de tva ovanstaende kriterierna enligt

maximera Z Z r(j, k)w.(j) — wVar (b) . (23)

keSjeER

Dirmed gors en avvigning mellan de tva kriterierna (maximalt antal elever respektive mini-
mal varians), som bestdms av parametern w. Om vi later w vara litet kommer minimering av
Var (b) att bli ett sekundért mal, sa att réttvisa mellan héstarna aldrig kommer att sittas
fére maximering av antalet elever. Parametern w &r alltsa ett matt pa det relativa virdet av
nagra fler elever jamfért med jdmnare arbetsfordelning mellan héstarna. Detta resonemang
om avviagningar ar allmént giltigt och kan alltid tillampas d& olika malfunktioner linjarkom-
bineras.

4.6 Heuristisk algoritm

Forutom att 16sa det linjéra heltalsproblemet med hjélp av befintliga linjéara 16sningsmetoder
(CPLEX) har ocksé en heuristisk 16sningsmetod tagits fram. I teoriavsnittet (avsnitt 2.5)
ges en bakgrund till nyttan av en sddan metod. I detta avsnitt beskrivs idén bakom den
heuristiska metodens tanke och dess implementering.

Det finns ménga séatt att utforma en heuristisk metod och utvecklingen av en sddan
hade varit tillrackligt underlag for ett separat arbete. Syftet med den framtagna heuristiska
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algoritmen &r att fungera som en grund for jamforelse for 16sningar av den linjdra modellen.
Saledes ligger fokus pa att producera godtagbara losningar pa kort tid. Tanken med den
heuristiska algoritmen &r att i s& hog grad som mdojligt utnyttja den uppenbara strukturen i
problemet. Till exempel ar det onddigt att genomsoka alla elever da ett tidsblock av en viss
typ skall fyllas med elever. Overviganden av denna typ har kombinerats med slumpinslag for
att sOka igenom en bred uppséttning l6sningskandidater. Algoritmen bygger pa den linjira
heltalsmodellen i den utstrackning att huruvida en elev, hést eller larare tillats bokas pa
ett tidsblock avgdrs utifran samma kriterier som denna modell. Nedan foljer en kortfattad
beskrivning av den heuristiska metoden.

bestdm en malfunktion
dela in elever och héastar efter tillatna grupptyper
while (malfunktionen &r under mélvéirdet)
sortera elever, hastar, larare och tidsblock slumpmaéssigt
for (tidsblock)
valj slumpméssig lektionstyp for detta tidsblock
end
for (tidsblock)
for (alla elever som matchar tidsblockets lektionstyp)
om mojligt utan att bryta nagot villkor, boka eleven pa tidsblocket
if (tidsblocket &r fyllt med elever)
break
end
end
for (alla héstar som kan delta vid tidsblockets lektionstyp)
om mojligt utan att bryta nagot villkor, boka hésten pa tidsblocket
if (en hést ar inbokad for varje elev)
break
end
end
for (larare)
om mojligt utan att bryta nagot villkor, boka lararen pa tidsblocket
if (en larare &r inbokad)
break
end
end
if (tidsblocket inte fyllt till undre griansen for
antal elever, héstar och ldrare)
tom tidsblocket pa elever, histar och larare
end
end
for (alla tomma tidsblock)
valj en ny lektionstyp som inte testats tidigare for tidsblocket
upprepa ovanstaende procedur for elever, hdstar och larare
end
if (det producerade schemat har bist malfunktionsvéirde hittills)
spara schemat
end
end
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5 Resultat

De modeller och l6sningsmetoder som presenteras ovan har anvints for att simulera en rad
scenarier. Dessa scenarier har tagits fram for att svara pa fragor som bedéms ha betydelse
for schemaldggningsproblemet. I detta avsnitt presenteras resultaten av dessa testkorningar.

Den linjéra heltalsmodellen som beskrivs i avsnitt 4.3 har implementerats i AMPL och
CPLEX. Samtliga CPLEX-berédkningar har korts pa en 8xDual Core AMD Opteron(tm)
Processor 875 vid 1000MHz med 8GB RAM. Den heuristiska algoritmen har implementerats
i MATLAB och korts pa en Intel Core Duo 2GHz med 2GB RAM.

5.1 Befintligt schema

Ett intressant test ar att ta reda pa huruvida det av ridskolan framtagna schemat ar giltigt
enligt de i modellen stéllda kraven. For att undersdka detta kordes modellen med fixerade
lektionstyper enligt det befintliga schemat som inparameter. Som elevunderlag i detta fall
anvindes samma méngd elever (605 stycken) som ridskolan i dagsldget undervisar varje vecka.
Eleverna antogs vara tillgingliga samtliga lektionstillféllen och alla héstarna antogs vara i
god form. Lararna antogs ocksé vara tillgingliga vid samtliga tillfdllen. Malet var att placera
samtliga elever i schemat. Detta gav resultatet i tabell 3.

Tabell 3: Resultat av testkorning med det befintliga schemat och maximalt 605
elever. Som jamforelse for 16sningen i CPLEX presenteras en 16sning framtagen
av den heuristiska algoritmen. I tabellen anges avvikelsen fran det verkliga antalet
inbokade elever.

Antal elever  Avvikelse Berikningstid [s] Visad optimalitet
Linjar heltalsmodell 601 0.7% 506 Ja
Heuristik 593 2.0% 1000 Nej

Resultatet visar att en optimal l6sning av problemet innebér schemaldggning av 601 ele-
ver. Att halla lektioner for 605 elever &r alltsé inte mojligt under de givna forutséttningarna.
Resultatet visar att den heuristiska l6sningsmetoden inte producerade en optimal 16sning
inom en rimlig tid.

5.2 Skadade hastar

Da ett schema tas i bruk ar det viktigt att det inte fullstdndigt kollapsar sa fort en héast blir
skadad. Enligt personal pa Billdals ridklubb &r i genomsnitt 20% av alla histar samtidigt
helt eller delvis ur drift. Det vill siga att ett visst antal histar &r helt skadade och inte kan
anvindas alls och ett visst antal &r delvis skadade och endast kan belastas 1dtt. Dessutom
forekommer utbildning av héstar vilket dven detta gér dem otillgéngliga for lektioner.

Skadors inverkan pa ett befintligt schema kan undersdkas genom att upprepade ganger
slumpmassigt simulera att 10% av hastarna &r helt skadade och 10% av héstarna ar delvis
skadade, s& att de endast far belastas till 50% av den ursprungliga maxbelastningen. Detta
test har utforts tio ganger med slumpvis valda helt eller delvis skadade héstar, och i 6vrigt
samma forutsittningar som testet i avsnitt 5.1. Resultatet presenteras i tabell 4.
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Tabell 4: Resultat av upprepade testkorningar med den linjara heltalsmodellen
dir 20% av histarna dr helt eller delvis skadade. Utgangspunkten ar det befintliga
schemat och 605 elever. I tabellen anges avvikelsen fran det antalet elever som &r
inbokade i verkligheten.

Antal elever Avvikelse Visad optimalitet

Linjar heltalsmodell 590 2.3% Ja
" 569 6.0% Ja
" 592 2.1% Ja
" 592 2.1% Ja
" 588 2.8% Ja
" 591 2.3% Ja
" 590 2.3% Ja
" 588 2.8% Ja
" 591 2.3% Ja
" 592 2.1% Ja

Da alla héstar &r friska ar det optimala antalet elevplatser 601. Genomsnittet av resultatet
i tabell 4 ar 588, vilket ar 2% farre an da alla hastar antas vara friska.

5.3 Okad belastning pa histar

En stidndig fraga da schemat skall ldggas dr hur hart histarna kan belastas. Det 14tt att inse
att hardare belastning av héstarna gor det mdojligt att tillgodose fler elevers nskemal. Att
Oka trycket pa héstarna kan dock ha negativa effekter om detta till exempel Skar antalet
skador.

I modellen ar granser satta for att se till att héstarna inte Gverbelastas. For att fa en
forstaelse for hur harda dessa restriktioner ar i férhallande till ett verkligt scenario &r det
illustrativt att underscka vad som hénder om grianserna ténjs. Detta scenario ar tdnkt att
maximera antalet elevplatser utan att bryta mot restriktionerna fér histbelastning. Detta
gjordes genom att skapa en schemamall utifran det befintliga schemat dar ett Gverfléd av
tidsblock lagts till. Sedan maximerades antalet elevplatser utan att ta hénsyn till det verkliga
elevunderlaget eller larare. Malvardet for denna optimering ar oként.

Tabell 5: Resultat av det scenario dar restriktioner pa héstbelastning undersdks.
Héstar placeras ut bland ett 6verflod av lektioner utan att ta hénsyn till elever eller
ldrare.

Antal elever  Visad optimalitet
Linjéar heltalsmodell ~Slut pa minne -
Heuristik 678 Nej

I tabell visas resultatet av detta test. Den heuristiska metoden producerade ett schema
med utrymme for 678 elever. Detta dr 13% mer dn vad schemat i dagsldget har utrymme f6r
da samtliga hédstar &r friska. Resultatet kan ses som en under grans for vad som ar mojligt,
eftersom ett eventuellt optimalt virde garanterat &r hogre &n resultatet i detta test. Da den
linjara heltalsmodellen anvindes vid detta forsck resulterade detta i att minnesutrymmet tog
slut.

5.4 Utvidgning av befintligt schema

I dagslédget finns det en k6 av nyborjare till ridskolan som Onskar borja rida. Att tillata ett
antal extra nyborjargrupper ar vad detta scenario simulerar. Som tidigare konstaterats géller
att det befintliga schemat endast har utrymme fér 601 elever. Elevunderlaget utékades med
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fyra extra nyborjargrupper. Dessutom utvidgades det befintliga schemat med motsvarande
tomma tidsblock. Resultatet av testkérningen presenteras i tabell 6.

Tabell 6: Resultat av scenario dér det befintliga schemat med 605 elever utvidgats
for att tillata 4 extra nyborjargrupper med 12 elever i varje, det vill sdga totalt 653
elever.

Antal elever Visad optimalitet
Linjér heltalsmodell 637 Ja

Detta forsck visar att det finns utrymme for ridskolan att undervisa fler nybérjare. Jamfort
med det schemat som den linjira heltalsmodellen berdknat (601 elever) utvidgas antalet
platser med 6%. Observera att det genomsnittliga lektionsantalet per hast okar lika mycket
i relativa matt.

5.5 Losning av generellt problem

Med detta forsék undersoktes mojligheten att 16sa problemet pa generell form, det vill séga
da indata &dr sddan att stor frihet l&mnas at optimeringen. En schemamall med tidsblock
placerade pa samma vis som i det befintliga schemat anvéindes. Parametern a;, som anger vilka
lektionstyper som dr mojliga pa de olika tidsblocken, valdes sa att 4-6 rimliga lektionstyper
tillats pa varje tidsblock. Malet var att maximera antalet inbokade elever. Resultatet av detta
test visas i tabell 7.

Tabell 7: Resultat av 16sning av ett generellt schemaléggningsproblem. Totalt kun-
de 605 elever bokas in. I tabellen anges avvikelsen fran detta maximala antal.

Berakningstid [s] Antal elever Avvikelse Visad optimalitet

Linjéar heltalsmodell 5400 590 2.5% Nej
" 18000 596 1.5% Nej

" 54000 596 1.5% Nej
Heuristik 1 586 3.1% Nej

" 30 602 0.5% Nej

" 5400 602 0.5% Nej

I tabell 7 observeras en tydlig skillnad i 16sningstider mellan optimering i CPLEX och
anvandning av den heuristiska algoritmen.

5.6 Varians av histbelastning

I testscenarierna fram till till denna punkt har malet varit att ge s& manga elever som majligt
lektionsplatser. I avsnitt 4.5 diskuteras alternativa méalfunktioner och nyttan av dessa. Det
bedémdes vara intressant att férdela belastningen lika mellan de héstar som éar tillgéngliga.
En malfunktion som stravar mot precis detta presenteras i (23).

For att skapa en uppfattning av hur mycket variationen i héstarnas veckobelastning kan
minska, jamfort med da ingen hénsyn tas till denna, foljer en jamforelse med testet i av-
snitt 5.1. For schemat som presenteras i tabell 3 dr variansen for héstarnas veckobelastning
Var(b) = 19.9. I tabell 8 visas resultatet av optimering didr malfunktionen i ekvation (23)
anvants for nagra olika véarden pa viktparametern w.
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Tabell 8: Resultat av optimering dar malet &r en viktad summa av att maximera
antalet elever och minimera standardavvikelsen mellan héstarnas veckobelastning.
Forutom malfunktionen ar forutséttningarna desamma som for testet i avsnitt 5.1.

Antal
w  Var(b) elevplatser Berdkningstid [s] Visad optimalitet
Linjéar heltalsmodell 0.1 2.12 601 10860 Nej
" 1 1.90 590 10860 Nej

I tabell 8 syns att en avsevird minskning av variansen i héstbelastningen &r méjlig om
detta ar ett optimeringsmal. Resultatet pavisar ocksa avvigningen mellan olika optimerings-
méal. D4 w = 0.1 far det optimala antalet elever lektionsplatser, vilket visades vara 601 i
avsnitt 5.1. Da w = 1 prioriteras bokning av ett antal elever bort for att minska variansen
ytterligare.
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6 Diskussion och analys

I detta avsnitt diskuteras dagens fungerande schema jamfort med ett berdknat optimalt
schema enligt de uppstéllda kraven och villkoren. Karnfragan &r hur relevant en matematiskt
optimal 16sning ar for detta specifika schemaldggningsproblem. Scenarier med de alternativa
férutsdttningarna som finns beskrivna och testade i resultatdelen behandlas ockséa. Vidare
diskuteras alternativa losningsmetoder for bade detta enskilda problem samt liknande pro-
blem inom liknande och andra omraden. I avsnittet utvirderas &ven styrkor, svagheter och
relevans hos de valda arbetsmetoderna och den utvecklade modellen.

6.1 Ridskolans schema

Forsoket som redovisas i avsnitt 5.1 visar att dagens schema i verkligheten bryter mot nagot
av de villkor som specificeras i modellen. Forklaringen till detta ar att de strikta kraven genom
en ménsklig 6vervigning i vissa fall helt eller delvis kan forsummas. Sddana Gverviganden
bedoms vara svara eller omojliga att implementera fullt ut i en modell. En rekommendation
till vidare studie dr att ndrmare undersoka vilka villkor som utgdr de begransande faktorerna.

De tester som gjordes med helt eller delvis bortfall av slumpmaéssigt valda histar visar att
dagens schema har en viss robusthet mot fordndringar i hastunderlaget. For att tillgodose
samtliga elevers lektionstider betyder det att slitaget per hést 6kar for de hastar som ar friska.
Det krédvs att de friska héstarna deltar vid lektionstyper utanfor sina kompetensomraden
eller att vissa hédstar belastas éver maxgrénsen for att alla elever ska fa rida pa sin lektion.
Antalet elevplatser som kunde erbjudas enligt forsdket varierade da olika héstar slumpmassigt
skadades. Detta kan forklaras av att vissa héstar dr betydligt mer mangsidiga och dérfér mer
betydelsefulla for schemats funktionalitet.

Resultaten i avsnitt 5.3 visar att det finns gott om mdjligheter att belasta histarna har-
dare inom ramen for modellen. Att detta &r mdojligt samtidigt som héstunderlaget begransar
antalet elevplatser i andra test verkar vid en forsta blick mérkligt. Forklaringen till detta ar
hur tidsblock, elevunderlag och lirare tillats kombineras. Det hade alltsa varit mojligt for
ridskolan att utoka antalet elevplatser om elevunderlaget kunde véljas fritt, men sa &r inte
fallet.

Ridskolan har i dagslaget ko till nyborjarplatserna och i avsnitt 5.4 antyds att fler elever
kunde fa plats pa ridskolan, detta resultat bygger dock pa att alla hastar ar tillgdngliga. Flera
eller storre brott mot de uppsatta kriterierna &n i dagsldget skulle bli nédvindiga eftersom
héstunderlaget varierar pa grund av skada och sjukdom. Att i dag ta in fler nybérjare kan
ocksé stélla till problem i framtiden. Nyborjare blir efter en viss tid mer erfarna och skall d&
narvara vid lektioner av mer avancerad typ. Fragan om att ta in fler nyborjare blir alltsa i
férlangningen en fraga om att utvidga schemat med elever av alla typer.

Maximering av antalet elever pa ridskolan ar en enkel malfunktion, men den innebér att
manga andra kvaliteter hos schemat forsummas. En intressant egenskap som har utvirderats
ar hur belastningen mellan héstarna fordelas (se avsnitt 5.6). Minimering av variansen av
antal lektioner per hést och vecka inkluderades som sekundért mél i optimeringen i detta
forsok. Resultatet blev en markant forbéttring av belastningsférdelningen for histarna.

Den modell som anvints dr sa allmént formulerad att den bér vara tillimpbar pa andra,
liknande ridskolor. Vissa av de friheter som ges i modellen har inte utforskats i projektet,
exempelvis mdjligheten att begrénsa vilka tider som larare och elever ar tillgdngliga. Om
det finns énskemal som inte tacks av modellen, kan ytterligare begréansningar eller sekundéra
optimeringsmal inféras. Till exempel dr modellen inte konstruerad pa ett sadant sétt att
elever kan ange prioritet pa lektionstider eller vilka héstar de vill ha. Lararna kan inte heller
valja vilka tider eller lektionstyper de vill ha. En stor méngd sadana onskemal &r mojliga
att infora, antingen som strikta krav eller sekundéra optimeringsmal, men de flesta har inte
kunnat implementeras inom ramen for detta projekt.

En matematisk modell anses enligt ovanstidende Gverviganden vara ett starkt verktyg
vid utarbetning av en grundlsning till ett problem av denna natur. Ménsklig finslipning
och justering &r dock nédvandig i praktiska fall ndr mjuka krav formulerats som strikta i en
forprogrammerad modell. En kombination av en matematisk modell och ménsklig utvirdering

26



och eventuell justering, anses darfor vara en béattre arbetsgang jamfort med ett rent manuellt
arbete eller en rent automatiserad 16sning.

6.2 Metod och modell

En stor fordel med linjéra formuleringar av optimeringsproblem &r att global optimalitet kan
pavisas. I vart fall garanterar branch-and-bound-algoritmen att globalt optimum hittas. Dock
blir denna egenskap mindre intressant i sddana fall dér berdkningstiden har natt en oaccep-
tabel niva och den bésta funna lésningen inte &r optimal eller kan visas vara néra optimal.
Dérfor finns en 6vre grans for hur omfattande ett optimeringsproblem kan vara innan det blir
ointressant att férstka formulera det linjart. Ett vanligt problem [13] &r att CPLEX far slut
pé arbetsminne d& heltalsproblem loses eftersom viss information om varje l6sningstradet
maste sparas. De kombinatoriska mojligheterna i vissa delar av tradet ar mycket stora, vilket
gor det svart att begrénsa minnesanvandningen.

Exakt hur fort 16sningstiden 6kar med storleken pa problemet (antalet elever, histar,
tidsblock etc) gar inte att siga. Det har visats att den ursprungliga simplexalgoritmen — for
kontinuerliga problem — har exponentiell tidskomplexitet i virsta fall, men i praktiken har
16sningstiden allmént visat sig véixa polynomiellt med problemets storlek [14]. Notera att
simplexalgoritmen anvénds i varje nod i 16sningstradet. Det kan atminstone konstateras att
den totala 16sningstiden okar betydligt fortare &n linjart, det vill sdga att en férdubbling av
antalet variabler bor resultera i betydligt mer dn en férdubbling av 16sningstiden. Antalet
variabler okar i sin tur mer dn linjirt med ridskolans storlek: exempelvis bestar r(j, k) av
N M st binéira variabler dir N &r antalet 6nskemal (elever) och M &r antalet tidsblock.

Losningstiden varierar beroende pa vilken méalfunktion som anvénds. De tva testkérningar
som gjorts med ridskolans befintliga schema (se avsnitt 5.1 och 5.6) &r identiska forutom att
malfunktionen i det senare fallet &ven innehéaller variansen av antal lektioner fér héstarna.
Med den enklare malfunktionen visas optimalitet efter mindre &n 10 minuter, men i det andra
fallet hade optimalitet inte visats da berdkningarna avbrots efter 180 minuter. Notera dock
att resultatet vid denna tidpunkt var bra: lika manga elever hade bokats medan variansen
av héstarnas belastning sdnktes betydligt.

Om det priméra malet &r att hitta valfungerande schemalGsningar kan det vara praktiskt
att anvdnda nagon heuristisk 16sningsmetod. Det enkla heuristikférslag som har utvarderats
i detta projekt gav generellt resultat jamférbara med CPLEX. I avsnitt 5.1 och 5.4 finns
exempel pa att CPLEX presterar battre &n den heuristiska algoritmen, och i avsnitt 5.5
finns exempel pa det motsatta. Jimforelse av de tva metoderna &r dock vansklig eftersom
CPLEX implementerats i kompilerad kod och har korts pa en kraftfull dator, medan den
heuristiska algoritmen implementerats i MATLAB och korts pa en mindre kraftfull dator. Vi
drar &nda slutsatsen att var heuristiska metod har jamférbar prestanda och dessutom kan
implementeras i nagot programsprak som far anvindas gratis till skillnad fran CPLEX.

En téankbar forbattring dr att dela upp problemet i flera mindre delproblem. De olika
delarna i modellen &r kopplade till varandra, men kan separeras i delar som inte ar sa starkt
beroende av varandra, exempelvis 1) gruppering av elever och tilldelning av tidsblock, 2)
tilldelning av histar till elevgrupper och 3) tilldelning av ldrare till elevgrupper. Det finns
olika metoder, exempelvis Dantzig-Wolfe-dekomponering [15], som kan anvindas for att 16sa
stora optimeringsproblem som delas upp i flera kopplade delar. Ett exempel ur verkligheten
ges av Andersson och Viarbrand [16] som har tillimpat Dantzig-Wolfe-dekomponering for
att snabbt 16sa optimeringsproblem dér det krévs schemadndring av flygtrafik. Nagon sadan
metod bedéms vara ett gangbart alternativ for att 16sa den mest generella varianten av
problemet.
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7 Slutsats

Vi bedémer att det befintliga schemat &r férhallandevis vélgjort, det vill siga att inga sto-
ra forbattringar dr mdjliga utan att négon resurs belastas hardare &n kriterierna medger.
Med diskussionen i avsnitt 6.1 som underlag konstateras att det finns mojliga utvidgningar
av schemat, men dessa leder till 6kad belastning av framforallt histar. Huruvida detta ar
godtagbart dr en bedémningsfraga som inte kan besvaras av en linjar heltalsmodell. Losning-
arna maste alltsa analyseras innan de anvénds, pa samma sitt som ridskolans personal idag
bed6mer olika beslut i schemaldggningen.

Den linjara heltalsmodell som presenteras i denna rapport har flera fordelar, vilka dis-
kuteras i avsnitt 6.2. Bland annat garanterar branch-and-bound-algoritmen att den slutliga
16sningen ar globalt optimal. Denna egenskap kan anviandas for att analysera problemet och
identifiera begransande faktorer. Kunskap av denna typ kan utnyttjas for att med minsta
resursutvidgning 6ka till exempel ridskolans inkomst eller minska héstarnas belastning.

Var bedémning &r att ridskolan kan dra nytta av datorbaserad optimering vid sche-
maldggning, antingen linjér heltalsprogrammering eller en vidareutvecklad heuristisk algo-
ritm. Losningarna kan fungera som forslag da ett nytt schema skall tas fram. Utifran ett
sadant forslag kan personalen sedan gora justeringar efter 6vervigning av vad som faktiskt ar
gangbart i verkligheten. Darmed kan férdelarna med en dators berdkningskraft kombineras
med en ménniskas intuitiva formaga.
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